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49 数列の応用 
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 正三角形 ABC の面積を Sとすると， 
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 よって，
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6
3

1 =r  

(2) 

 次図より， 
DOOsinOODO 11 ++ Ð= nnnnn  ・・・① 

 11OO ++ += nnnn rr  ・・・② 

1DO +-= nnn rr  ・・・③ 

円の 2 辺 AB，AC に接する円の中心と頂点 B を結ぶ線分は正三角形 ABC の∠B の二等分

線だから， °=Ð + 30DOO 1nn  ・・・④ 

よって，①～④より， ( )
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 (1)，(3)より， nr は初項
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，公比

3
1
の等比数列である。 
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(1) 

AA 3
2

¾®¾ より，
3
2

1 =p  ・・・（答） 

 AAA 3
2
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2
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¾®¾¾®¾ または ACA 6
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(2) 
n分後に頂点 B 上にある確率を nq とすると， 

n分後に頂点 C 上にある確率は nn qp --1 である。 

したがって， 

 n分後に頂点 A 上にあるとき 

  1+n 分後に頂点 A 上にある確率は np3
2  

 n分後に頂点 B 上にあるとき 

  1+n 分後に頂点 A 上にある確率は nq6
1  

 n分後に頂点 C 上にあるとき 

  1+n 分後に頂点 A 上にある確率は ( )nn qp --1
6
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 より， 
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(1) 
 121 -=+ nn aa より， ( )1211 -=-+ nn aa  

 よって， ( )121 1
1 -=- - aa n

n  

 これと 21 =a より， 12 1 += -n
na  

(2) 

 152 102 >- nn aa  

( ) ( ) 1412112 12122 -=-=--=- -- nn
nnn aaa  

より， 
151 1014 >--n  すなわち 1104 151 +>-n  ・・・① 

1=n のとき 

①は成り立たない。 

2³n のとき 

①より， 151 104 >-n  ・・・② 
また， 14 -n の 1 の位の数は ,6,4,6,4 4 と交互に繰り返される。 

したがって，②を満たす nは 4104 151 +³-n も満たす。 
よって，①を満たす nの最小値と②を満たす nの最小値は等しい。 

そこで，②を満たす nの最小値を求める。 

②の両辺の常用対数をとると ( ) 152log12 10 >-n  \ 1
2log2
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10
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ここで， 1
2log2
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+ について， 
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これより， 261
2log2

159.25
10

<+<  

よって， 26³n  

ゆえに，求める最小の自然数 nは 26 
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(1) 
 n回目に B が投げる確率を nb とすると， 
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 n両編成の列車において，条件を満たす塗り方の数を na 通りとする。 

解法 1 先頭車両の色で分類 

列車が 2+n 両編成のとき 

 先頭車両が赤のとき 
  後続の 1+n 両が条件を満たせばよいから， 1+na 通り。 

先頭車両が青のとき 
2 両目は赤だから，その後続の n両が条件を満たせばよい。よって， na 通り。 

先頭車両が黄色のとき 
先頭車両が青のときと同じだから， na 通り。 

 よって， nnn aaa 212 += ++  

 これより， ( )nnnn aaaa +=+ +++ 112 2 ， ( )nnnn aaaa 22 112 --=- +++  

( )nnnn aaaa +=+ +++ 112 2 の場合 

 ( )23
2

1 2 aaaa n
nn +=+ -

+  

  これと 52 =a ， 113 =a より， 2
1 216 -
+ ×=+ n

nn aa  すなわち 2
1 2 +
+ =+ n

nn aa  ・・・① 
 ( )nnnn aaaa 22 112 --=- +++ の場合 

  ( ) ( )23
2

1 212 aaaa n
nn --=- -

+ より， ( ) 2
1 12 -
+ -=- n

nn aa  

これと ( )211 -= より， ( )nnn aa 121 -=-+  ・・・② 

 ①と②の連立方程式を解くことにより， ( ){ }nn
na 12

3
1 2 --= +  

 補足 
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解法 2 最後尾車両の色で分類 
 na のうち，最後尾車両の色が赤，青，黄である場合の数をそれぞれ nr ， nb ， ny とすると， 

 nnnn ybra ++=  ・・・① 

 1+nr について 

条件を満たす塗り方のうち， n両目が赤または青または黄であればよいから， 

nnnn ybrr ++=+1  ・・・② 

 1+nb について 

  条件を満たす塗り方のうち， n両目が赤であればよいから， nn rb =+1  ・・・③ 

 1+ny について 

  ③と同様， nn ry =+1  ・・・④ 

 ②より， 1112 ++++ ++= nnnn ybrr  

 これに③，④を代入することにより， nnn rrr 212 += ++  

これより， ( )nnnn rrrr +=+ +++ 112 2 ， ( )nnnn rrrr 22 112 --=- +++  

( )nnnn rrrr +=+ +++ 112 2 の場合 
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1 2 rrrr n
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1 2 +
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( )nnnn rrrr 22 112 --=- +++ の場合 
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2
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nn --=- -

+ より， ( ) 1
1 12 -
+ -=- n

nn rr  ・・・⑥ 

 ⑤と⑥の連立方程式を解くことにより， ( ){ }11 12
3
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nr  

ここで，①，②より， 1+= nn ra  
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(1) 

 1+nx を 12 -- xx で割ったときの商を ( )xpn とすると， ( ) ( ) nnn
n bxaxpxxx ++--=+ 121  

 これより， 
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 また， ( ) ( ) 111
22 1 +++

+ ++--= nnn
n bxaxpxxx  

 よって， ( ) ( ) nnn axxpxp +=+1 ， nnn baa +=+1 ， nn ab =+1  

 ゆえに，数列{ }na ，{ }nb は
î
í
ì

=

+=

+

+

nn

nnn

ab
baa

1

1
を満たす。 

(2) 

na ， nb はともに正の整数であることの証明 

(i) 1=n のとき 

 ( ) 11122 ++×--= xxxx より， 11 =a ， 11 =b  
 よって， na ， nb はともに正の整数である。 

 (ii) kn = のとき na ， nb はともに正の整数であると仮定する。 

  (1)より， kkk baa +=+1 ， kk ab =+1 より， 1+ka ， 1+kb はともに正の整数である。 

  よって， 1+= kn のときも na ， nb はともに正の整数である。 

 (i)，(ii)より，すべての nに対し， na ， nb はともに正の整数である。 

na と nb が互いに素であることの証明 

(i) 1=n のとき 

 ( ) 11122 ++×--= xxxx より， 11 =a ， 11 =b  
 よって， na と nb は互いに素である。 

 (ii) kn = のとき na と nb が互いに素であると仮定する。 

  (1)より，
î
í
ì

-=

=

++

+

11

1

kkk

kk

bab
ba

 ・・・① 

  1+ka と 1+kb の最大公約数を gとすると，①より， ka ， kb はともに gを約数にもつ。 

  すなわち， gは ka と kb の公約数である。 

  これと仮定より， 1=g  

  よって， 1+ka と 1+kb は互いに素であり， 

これは 1+= kn のときも na と nb が互いに素であることを示している。 

 (i)，(ii)より，すべての nに対し， na と nb は互いに素である。 


